Tutorium Satistik

Quartitative Methoden der Psychalogielll

DiE KOVARIANZ

Bel der Berechnurg der Varianz hat man das durchschnittliche Abweichungsquadrat der
Werte aner Variablen vonihrem Mittelwert berechnet. Die Kovarianz ist nunein statistischer
Kennwert fur das Ausmald an gemeinsamer Variation (Kovariation) zweier Variablen —
sprich, den lineaen ,je-desto“—Zusammenhang zweier Variablen. Sie berechnet sich als das
gemittelte Produkt der Abweichungen der X; und X,-Werte von ihrem jeweili gen Mittelwert
X, bzw. M1 und X, bzw. M,:

S = (%, -M,)(x, M)

i=1

Wie bel der Varianz erhdlt man auch hier durch leichte Umformung eine Rohwerteformel:
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Mittelwert von X2

Wie man sieht, bekommt die
Kovarianz genau dann einen pasi-
tiven Wert, wenn de Mehrzahl
der X; und X,-Werte gleichzeitig
entweder Uber- oder unterdurch-
schnittlich ist; in der Abhbildung
bedeutet das viele Werte im redh-
ten oberen (1.) undlinken urteren
(I1.) Quadranten. Man spricht
dann von einem direken Zusam-
menhang

Ein indrekter oder inverser
Zusammenhang wird duch ent-
sprechend viele Werte im linken
oberen (II.) und redhten urteren
(IV.) Quadranten ersichtlich. Hier
hat immer eine Abweichung ein

negatives Vorzeichen, so dal3 das Produk ebenfall s negativ wird.

Die Kovarianz ist jedoch kein sehr anschauliches bzw. vergleichbares Zusammenhangs-
mal3, da die Streuungen der beiden Variablen X; und X, in ihre Berechnurg enflief}en. Das-
halb gibt es nocht andere Mal%e, die eében dese Vergleichbarkeit besser ermdglichen, so z.B.
der Produkt-Moment-Korr elationskoeffizient, oder kurz, die Korrelation (Wertebereich [-

_ Su

1;1]).

r1.2 - Sl |:$2
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REGRESSON UND KORRELATION

Will man de Werte aner abhangigen Variablen, eines ©g. Kriteriums auf die Werte aner
unabhéngigen Variablen, des 9. Pradiktors zurtckfihren, kann man eine Regresson ma-
chen. Als Beispiel ware denkbar, dal3 man am Ende a@ner 100m Laufbahn in mehreren Durch-
gangen verschiedene Geldbetréage deponert (unabh. Var.) und dann mifdt, wie schnell ein
Sprinter 18uft, um diese Stredke zu Uberwinden (abh. Var.). Die Ergebniss kénrten sich in
etwa folgendermalien darstell en:

18 T
16 1

14

X1'=-0,01X2 + 15,52

Man kann also de Kriteri-
umswerte (Laufzeiten, X;) as
eine lineae Funktion der Pr&
diktorwerte (Pramien, X»), ei-

8 121 - - | ne Gerade, annghern:

g 10 i - 1

s ] - - X1=b2 Xo+ a2

= ] 1 1 1 1 ! Rearess

% 6€ 100 200 300 400 560 (Regressonsgerade)

S 61 o

_1 1 X2 Pré DM . . . .

2 41 remem Mit Hilfe dieser Regress-

] onsgeraden sind nun wieder-

2y um Laufzeiten fur bestimmte
01l Pramienbetrége zu schéatzen

(X’1). Allerdings ist der Zu-
sammenhang — wie man in
der Graphik schon sehen kann — natlrlich kein perfekter. Die tatsdcdlichen Werte von X,
weichen von dr Schétzung aus X ab; diese Abweichungen nennt man Fehler (X1.5); sie stel-
len al'so den aus X nicht schétzbaren bzw. von X, unabhéngigen Tell in X dar.

Doch wie misen de Parameter der Geradengleichung (Steigung by 2, Achsenabschnitt
ay1.2) beschaffen sein, sodal? de Schétzgerade wirklich de beste Schétzung des Kriteriums dar-
stellt ? (siehe Extrablatt mit der Herleitung)

Sy
b1,2 = gzz und
2= Ml - b1.2M2

Diese Regresgonskoeffizienten bestimmen die beste Schétzgerade. Es kann aber trotzdem
sein, dald gar kein bzw. nur ein sehr kleiner (oder nichtlinearer) Zusammenhang zwischen den
Variablen besteht. In so eéinem Fall sind trotz ,,guter Schatzung* die Kriteriumswerte relativ
weit von cer Regresgonsgeraden entfernt:

T~ X'1=-001X2 +0,06
= - 1 = 0,00
- - - } X2
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In desem (simulierten) Fall sind de beiden Variablen voreinander unabhéngig, was schin
der wenig €lli ptischen undmehr kugelférmigen Punktewolke darstellt.

Werden Zwel Variablen gleichzeitig erhoben und ncht die Werte eéner unabhéngigen Va
riable a priori zugeteilt, spricht man nicht mehr von einem regressonsanaytischen, sondern
von einem korr elationsandytischen Modell, bei dem es gleichgtiltig ist, welche Variable auf
welche regrediert wird.

In beiden Féalen wird meist neben den Regressonskoeffizienten der Korrelationskoeffi-
Zient angegeben, der bei optimalem inversen Zusammenhang -1, bei optimalem direkten 1
und kei keinem Zusammenhang zwischen den Variablen den Wert O het. Er hat auf%rdem den
bereits angesprochenen Vorteil der Unabhéngigkeit von der spezifischen Streuung der beiden
Variablen; er ist — wie man zeigen kann — veranderungsresistent gegentber lineaen Trans-
formationen (bleibt konstant).

Nattirlich sind by undry, (UndS; ) ineinander umzuredhnen:

_Se .S 8_SS_, S

TS, T s,m 5 S s el

Wegen desem Zusammenhang sind ry,, b2 undS; , immer gleichzeitig O, wenn einer der
Kennwerte den Wert O het.

Auch das Quadrat des Korrelationskoeffizienten, das Bestimntheitsmald B, ist as Antell
gemeinsamer (wedhselseitig erklarbarer) Varianz der beiden Variablen ein gebrauchlicher
Kennwert:

=1, 5
=B

Die Varianz des Fehlers ergibt sich wegen
St=si+,
asKriteriumsvarianz (S}) mal Anteil nicht vorhersagbarer Varianz (1 — B):
S =S/ +S,
S$,=5 -5 =5 ()
S, =S f1-17,)

Bel standardisierten Variablen, de e@ne Varianz und Standardabweichung von 1 Faben, ist
die Korrelationry, , de Kovarianz S; » und der Steigungskoeffizient by » der Regressonsgera-

den gleich:
_Se _S»
Sl.2 - llj. - 12
Der Achsenabschnitt & » ist dann genau 0, weil:

a,=M,-b,M,0M, =M, =0 (stand. Var.)
a,=0
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MATHEMATISCHE HERLEITUNG DER REGRESSONSKOEFHZIENTEN

Man fordert, dal3 de quadrierten Abweichungen minimal sein sollen (Minimum-Quadrat-
Prinzip):
Z(Xn —X'li)2 =min.

Z[Xli ~(bX,, +a)]2 = min.

Diese von b unda ahangige Funktion kann mun minimiert werden, indem man jeweil sdie
Null stellen der partiellen Ableitungen nach aund bsucht:

ab Z[X bX +a]
—Z( — 28X, - 2bX X, + b?X? +2abX , +a’)
=) Xi-2a) X,=2b) X,X;+b*) X5 +2ab) X, +Na’

Ableitung nach a:

df(a,b
(da ) :—2in1+2bin2 +2Na=0
1 1
:Nile—bqqizxz = Ml—bM
Ableitung nach b:
df(a,b)

e —2Zx2x1 +2bZX§ +2ai2x2 =0

:_ZizxleJeriZX;+2[@%ZX1_bE’%ZX2§]ZXZ:0
2bi2x§—2bi2x2[-ﬁ—li2x2=2zx2x1—22x2%Zx
Zxx PR Zx E&

Fxi- b i W
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POPULATIONSMODELLE FUR REGRESSONS- UND
KORRELATIONSANALY SE

Das Regressonsanalytische Modell

Untersuchungstyp: Experiment

Vom Untersucher festgelegte Werte des
Pradiktors X, werden den Probanden zuge-
talt. Z.B.: Re&tionszeit nach 1, 2 o@r 3 Li-
ter Bier

Zwischen dem einer Person i zugetellten
Wert X, des Pradiktors und cem im Kriteri-
um Xy; beobadteten Wert besteht die Bezie-

hung:
X1 = B12 Xoi + 0 + Xg

und gilt nur far die aoriori festgelegten
Werte von Xo.

Das Korrelationsanal ytische Modell

Untersuchungstyp: Erhebung

An den Probanden werden de beiden
Merkmale X; undX, simultan erhoben.

Z.B.: Feststellen den Alkohdspiegels und
Mesaung der Re&ktionszeit bei Oktoberfest-
besuchern

Zwischen den beiden erhobenen Variablen
X1 und X gilt fur jede beliebige Personi die
Beziehung

X1 = B12 Xoi + 0 + Xg

welche fur jeden Wert von X, gelten mul3.

Der Kriteriumswert X,; zerfdlt in zwei Komporenten: 1. de Schétzung X4 = B12 X + Q,

2.in deFehlervariable X4 (e = aror)

Flr jedes zugewiesene X, ist die Schét-
zung deich undwird deshalb als der vorher-
sagbare Tell der Kriteriumvariablen bezeich-
net.

Bel zugetelltem Prédiktor X, mul3 gelten:

X2

Fir Personen, de den gleichen Wert in
der Variablen X, haben, ist die Schétzung
gleich.

Bei zufdllig geichen Werten mul3 gelten:
Die Fehlervariable X. ist normalverteilt mit

dem Mittelwert Ye = O und komstanter Varianz
d&.

Die Stichprobe von Personen, an denen das

Experiment vorgenommen wird bzw. an denen de Untersuchung vorgenommen wird, muf3
eine Zufall sgichprobe aus der Gesamtpopuation sein. Alle Elemente missen also de gleiche
Chancehaben, in de Stichprobe aufgenommen zu werden.

Die Fehlerwerte missen voreinander unabhangig sein (es durfen also keine systematischen

Fehler auftreten).

Cov (Xe, Xen) =0,1 £ h;

i,h=1, 2, ...N. (Covist die Kovarianz)

Treten systematische Fehler auf, handelt es sch wahrscheinlich um keine Zufall sichprobe.
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DER SIGNIFIKANZTEST ZUR UBERPRUFUNG EINES LINEAREN
ZUSAMMENHANGS

. Man legt apriori (vor der Erhebung/ dem Experiment) ein Signifikanzniveau fest. Stan-

dardmaliig ist das 5%, 1% oder 0,1%.
(N-2)[F,

. Man eredhnet den F-Wert nach der Formd: F =——=.

2
1- P

. Man bestimmt die Freiheitsgrade: Zahlerfreiheitsgrade (FGz) = Anzahl der Variablen mi-

nus 1; Nennerfreiheitsgrade (FGy) = Anzahl der Personen minus Anzahl der Variablen.

. Man schaut in einer F-Werte-Tabelle nach undsucht sich den sog. kritischen F-Wert fir

die emittelten Zahler- undNennerfreiheitsgrade und das gewahlte Signifikanzniveau.

. Man vergleicht den errechneten F-Wert mit dem kritischen F-Wert (fir welchen mit alen

noch groleren F-Werten urter Hy: B = 0 de Wahrscheinlichkeit < a% ist) aus der Tabell e,
und entscheidet tber die Null hypothese Ho: ISt Foerechnet < Firitisch @ Ho beibehalten, Foerechnet
= Fuitisch @ Ho verwerfen undH; annehmen.

Redhenbeispiel:

Man erhebt bei einer Zufall sdichprobe aus der Popuation der Psycho-Studenten die An-

zahl der zu Freizeitzweden benitzten Zeit pro Tag und de Note in der Schubé Statistik-

Kl

ausur. Die Null hypathese lautet, dal? es da keinen Zusammenhang gbt (Ho: B =0, p = 0);

man will j etzt aber testen, obsich de Note (X;) nicht doch tellweise auf die Freizeitkapazitat
(X2) zurtckfihren 183t (die Vorausstzungen fir das Popuationsmodell seien exfillt!).

Freizeitstunden/ Tag Klausurnote
Xoi X Xij X1 X1iXoi
1 2 1
2 8 3
3 7 3
4 10 5
5 4 2
6 4 4
z =
M =
_ 2 _ _ 2 _ _
S = S = VS = 17 = Sio=
by, = Q10 = Regressonsgleichung: X;' =........... ) T S
ro= 1= 5 \
+ =
Q 4 |
FGzaier = , FGNenner = S 3 l/ —¢
25
Ferrechnet = » Furit, 56 = 7.71 < |
111
. 0
DHobelbehalten oder I:lHoverwerfen’? 012 3 456 7 8 910
Freizeitaudastung pro Tag
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FORMELN, PARAMETER UND DEREN BEZIEHUNGEN

1
Mittelwert: M1= > X, mit N = Anzahl der Beobachtungen
Varianz: S%=
. 1 1
Kovarianz: S12= > Xy =M)(Xy =M,) = N > XXy = MM,
Regressonskoeffizient: by, = %; b,, = % (f,,
Achsenabschnitt: a=-boMy+M;
: o S, | S
Korrelationskoeffizient: ry, = 51—{52 r, = é [b,,
Bestimmtheitsmald: B =ry,°
2
Antell gemeinsamer (= wedhselseitig erkléarbarer) Varianz: % =r,”=B
Zusammensetzung der Varianz des Kriteriums: S;° = Sp2 + Sy.5°
Anteil nicht vorhersagbarer Varianz: 1- B = 1 - r15°
Mittelwerte und Varianzen®
Kriterium X, Pradiktor X Schétzung X1 Fehler X1,
Mittelwert M1 M- M1 0
Varianz S S ro” (5 (1-115%) (5°
K orre lationen?
Kriterium X, Pradiktor X Schétzung X1 Fehler X1,
Kriterium X, 1 ra |rl2| +y1-1.,°
Pradiktor X, 1 +1 0
Schatzung X ¢ 1 0
Fehler X1 1

! DaMy, =0 (Vorausstzungbester Schatzung) und M, = My + My, folgt, daB My = M,
ry1 ist vom Betragri, da X einelineae Transformation von X, ist, welche die Korrelation nicht éandert. Sie
kann nu nie neg. sein, da X, und X, stetsist die gleiche Richtung (also pasitiv) kovariieren, auch wenn Pré-
diktor und Kriterium das nicht immer tun (bei r kleiner 0).

lfa2=

:372:512(1_,122)
1 ,—:/L 1
1 =0 1 Nzxrxl—z_M1M1—z+NZX1—2X1—2_M1—2M1—2
Siay N z XX =M M, N Z (Xr + X1—2) Xy _ =S} 1=0 =0
S, s a/s2(1-r.?) S2y1-1,,2 S21-1,°
_ 812(1_ rJ_ZZ) _ (1— rllzz) E{/l— I’]_z2 _ (1— rllzz) gll— I'1,22 - +m ged.

) 812\/1_ rLzz ) \/1_ rj_zz E{/l_ I’1.22 )

(1_ r].zz)
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PUNKTSCHATZUNGEN UND VERTRAUENSINTERVALLE

Man kann aus einer Stichprobe die Pupuationsparameter der Popuation schétzen. Erwar-
tungstreu nennt man dabel digenigen Schétzungen, deren Mittelwert bel einer sehr groléen
Anzahl von Stichproben mit dem zu schétzenden Parameter der Popuation Ulereinstimmt.
Man sagt auch, er hat keinen , bias*, keine systematische Abweichurg.

Punktschatzungen
Stichprobe Popuationsschatzung
b1_2 Bl-Z entspr. vom Wert b1_2
a o entspr. vom Wert a
. N
SPy 6 ==t
N
2 ~2
> % = N-1
o ryofur p12 hat biasvon der Grole /N,
ist also ab N = 50 vernadchlassgbar
Si2 \/% hat einen bias

Wahr scheinlichkeitshereiche und Vertrauensintervalle

Mit dem Begriff ,W ahrscheinlichkeitsbereich® meint man einen Zahlenbereich wy.q, der
einen Popuationsparameter zum Mittelpunkt hat undinnerhalb dessen sich ein Stichproben-
kennwert, der diesen Parameter schétzt, mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit (1 - o) liegt.
Der Bereich wére dann:

B12- Wha < D12 < PBr2+ Wi

Die umgekehrte Fragestellung ist jedoch in der Inferenzstatistik wichtiger: Der Bereich um
eine aus der Stichprobe bestimmte Schétzung, der mit vorgegebener Wahrscheinli chkeit (1-a)
den Popuationsparameter (bzw. Popuationswert einer einzelnen Person) enthdlt. Dieser Be-
reich heil3t das,, Vertrauensintervall “.

(Obige Gleichurg - 1) (Multi pli kation mit -1) (Addition von k)
- g S D12 -PBr2 <+ Wig - Wg S Pr2- b2+ g D12 - Wa < PBr2< b2+ Wig

Die Vertrauensintervale um a, by, undX’ 4 (fir a, B undXy) sind:
1 62 zxgl
at,/F, — : ;
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DIE REGRESSONSGLEICHUNG BEI STANDARDISIERTEN VARIABLEN
Bel standardiesierten Variablen vereinfadht sich de Regressonsgleichung folgendermalien:

— Xl\ B Ml
1i - S1
\_ﬂf.—-—/
Standardisierung

z D M @n = O’ S(z)l’ S;l = l

Da a =M -b;2M», undM¢, Mo =00 a =0;

aulerdem gilt: b,, = 8521.2 und & S,, =S,, =10 b, =1,;

(2)2
Die Regressonsgleichung wird also nunzu: z'1 =ry2 2z, Undzy.p = 23 - 192>

KORRELATION UND REGRESSON BEI ALTERNATIVEN UND
DICHOTOMEN VARIABLEN

Bel aternativen Variablen mit den Auspragungen 0 und 1(z.B. 0 = ménnlich, 1= welb-
lich), oder bei zweigetellten Variablen (dichotom, wie z.B. Einteilungenin ,grof3' = 1 ab 1,80
m Korpergrofe und, klein® = 0 urter 1,80m) lassen sich ebenfall s Korrelationen bestimmen.
Bel der Korrelation einer alternativen mit einer quantitativen Variablen ist jedoch nu die reg-
ressonsanal ytische Betrachtung bedeutungsvoll, bel der die dternative Variable die Rolle des
Prédiktors und de quantitative Variable die Rolle des Kriteriums sielt (andersrum kdnrten
sich Schétzungen ergeben de unsinnig wéren, wie z.B. Mit einem Einkommen vonX DM st
man 0,83Mann! im Gegensatz zu: Als Manr/ Frau liegt das geschétzte Einkommen bel X
DM).

Bel der Korrelation zweler dternativer Variablen hat B (Quadrat des Korrelationskoeffi-
zienten ry,) keine Bedeutung als Anteil erklarter Varianz (da die Werte ja nicht im eigentli-
chen Sinne mit Zwischenstufen variieren, sondern nur O und lan- 0 1
nehmen). Der Korrelationskoeffizient hat nur noch de Bedeutung 0 1221 0 | 22
eines nicht weiter definierten Zusammenhangsmal3es mit den
Grenzen -1 und 1.Bei echten aternativen Variablen kann eine Kor- 0 | 374 37
relation van Wert 1 nu bel gleichen Randwverteil ungen zustande- 22 | 37
kommen. Die Korrelation von quantitativen mit aternativen Variablen |&3t sich mit dem F-
Test auf Uberzufélli gkeit Gberprifen, de Korrelation zweier aternativer Variablen mit dem
Chi-Quadrat-Test.

|_\

Beispiel: Zusammenhang zwischen Geschlecht und Notein einer Prifung.

Note 1 Note 2 Note 3 Note 4 Note 5

mannlich (1) 2 5 7 4 1

weiblich (0) 3 5 8 3 0
Jetzt lief3e sich wie gewohrt rechnen: Xz X1
1 1
r’ gtellt nun cen Anteil der Varianz 1 1
der Note dar, der aus dem Geschledt 1 2
erklérbar ist. 1 2

usw. USW.

0 4
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DIE VARIANZANALYTISCHE DARSTELLUNG DER ERGEBNISSE EINER
REGRESSONS- BZW. KORRELATIONSANALY SE

Bel der Varianzanalyse werden Varianzanteil e in Abweichungsquadraten (Varianz mal N)
einander gegenibergestellt, um die Frage zu klaren, obein sog. Faktor Uberzufélli ge Unter-
schiede in einem bestimmten Kriterium hervorbringt. Die Auspragungen deses Faktors ent-
sprechen den Auspragungen des Pradiktors der Regressons- bzw. Korrelationsanalyse. Die
Unterschiedlichkeit im Kriterium, die sich nicht auf Unterschiede im Prédiktor zurtickfihren
lassen, also de unsystematische Variation innerhalb jeweili ger Auspragungen des Faktors
entsprechen dem Fehler in der Regressons- bzw. Korrelationsanalyse. Die Ubliche Darstel-
lung der Ergebniss ist die Varianzanalysetabell e, wo man bequem Abweichungsquadrate in-
nerhalb (Fehler) und zwischen (Schéatzung) den Auspragungen des Faktors gegentibergestellt
sieht.

Quelle SAQ FG MAQ (= Vo) F
der Variation Summe der Abwei - Freiheitsgrade Mittl eres Abwei- CMAQ pischen &
chungquadrate chungsguadrat AQinrerhalb
‘Regresson Z(X'li —Ml)zz
2wischen den Fakto- 2 _ n-1 N [Sf |]122 MAQ Regression
ren (Zahler) NS, = R =
N lez |:$f n-1 MAQ ey
Fehler ?
. X=X, ) =
| 270 ) nEhe) | e
zx(l—Z)i =NS_, = N-n N-n (n_l)[ﬁl_ rlz,z)
N I:$f(l_ r12.2)

Totd Et(sf;ﬂ M) = - % %

Fiir die Multiple Regresson stelle man sich an alen Stellen, an denen r1, bzw r?;, steht
Ri23.n bzw. R% 23, vOr.
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LINEARKOMBINATIONEN

Lineakombinationen sind additive Verknipfungen mehrerer Geradengleichungen:
U :(W1X1+ C1) +(W2X2+ Cz) + ---+(ann+ Cn)
Durch Zusammenfassenn der Konstanten ¢; ergibt sich de Form:

U=wi X1 +Wr, Xo+ ... +wy Xp+Cecmitc=g+o+...+¢

Mittelwert einer Linearkombination

Myu=wiMi+w, Mo+ ...+w,M,+C

z.B.: U =7X1+8X,-5X3-5 MU1: M1+ 8M5>-5M3-5

Varianz einer Linearkombination

wird bestimmt durch de KKM = Komporenten-Kovarianz-Matrix; sie sieht algemein fol-

gendermalien aus. B

Lineakombination 4X, -5X, + 2X3

Wi X1 Wy Xo Wh Xn
wiX: [ wi°S® | wiws Sip | ... | Wi Wa Sin 4X4 5%, 2Xa
wo Xo [ Wi Wp S0 W22 822 | Wown Sy 4x, | 16 312 -20S,, 85,5
-5X, |-20S:,| 2557 | -10S,3
Wn Xn | W1 Wn Sin| Wo Wy S an Sn2 2X 3 8Si3 | -10S,3 4 832

Symbad fur Matrix: Cyy; Summe der Matrix: S(Cyu)
Su?=S(Cyy) Varianz = Summe der Elemente der Matrix

Kovarianz zveier Linearkombinationen

wird auch Uber die KKM errechnet: Uy in de Zelle, U, in de Spalte

zB.. U=4X;-3X,+8X3-6 4X1 | -3Xo | 8X3
V =-2X4+ 2Xs5 + 3 -2X4 |-8S14| 6 Sp4 | -16S34
2Xs5 | 815 [-6 5| 16Ss5

Symbad fir die Matrix: Cyy; Summe dieser Matrix: S(Cyy)
Suv = S(Cyyv) Kovarianz der Lineakombinationen = Summe der Elemente der Matrix

Die ,totale® KKM

U \Y; Vortell: In einer Matrix konnen beide Varianzen sowie die Kova
U Cuu Cuv rianz bestimmt werden; man bendétigt sie fir das Berech-
Vv Cuv Cwy nen der Korrelation zweier Lineakombinationen:

SUV dCUV)

TS qe)glscn)
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PARTIELLE, SEMIPARTIELLE KORRELATION

Definition: , Partielle Korrelation* heif3t eine korrelationsgatistische Technik, die es erlaubt,
die Korrelation zwischen zwei Variablen X; und X, so zu bestimmen, dal3 dese
Korrelation ncht durch Beziehungen von X; und X, zu weiteren Variablen X3,
X4, ..., Xn beanflul¥ ist.

Mathematische Herleitung

Fur den Fehler gilt: X1, =X, — X1 bzw. bei standardisierten Variablen: z;., =z, - 7';.

Die Schéatzung zerlegt sich in: X’1 = by X, + abzw. bel standardisierten Variablen z’; =y
Zo.

Als Rest- oder Partialvariable bezeichnet man den Teil der Schétzung, der nicht aus dem
Prédiktor vorhergesagt werden kann. Der nicht aus z3 vorhersagbare (bzw. von cer Storvariab-
le zz unabhéngige) Teil von z;, bzw. z; ist also z;.3 undz,.3, fur die gilt:

Z1.3= 21— l3Z3UNdZo.3 = Zp — 23273

Die Partialvariablen z;,.3 undz,.3 sind mit dem Pradiktor zz unkareliert: r3 1.3y = r3 3 =0
Die Korrelation deser beiden Partialvariablen stellt also den Zusammenhang zwischen z; und
Z, dar, der nicht mehr durch zz beeinfluf wird.

S(1—3)(2—3)

= r12.3 (@ndere Schreibweise)
Sy By

F1-3)2-3 =

Sia-3)2-3) = S(C1-3)(2-3)) = Kovarianz der Lineakombinationen z; —ry3 zs undz; —r23 73

Zo | paza SCi23) = r12—Tr1al23— 1323 + M1al23 = 12— 1323 = S123 = Sy2.3)
Z: 2 | —oa1a| S13 = V1-T5 und Sp3 = |/1-13; (Standardabweichurg des Feh-

—13Z3 | 1323 | 1323 |e.rs) _ ' ' ' .
Die Partielle Korrelation cer Variablen X1 mit X, ohre den Einfluf

von X3z ist aso:

Flog = Mo ~ sl
\/1_ r123 1- r223

Da sich de Korrelation bei lineaen Transformationen der Variablen nicht verandert, gilt
die Formel auch fur die nichtstandardisierten Rohwerte.

Wird de Storvariable nur aus einer der Variablen z; oder z, auspartialisiert, spricht man
von cer Semipartiellen Korr elation ryo-3.

S1(2-3) _ Ty gl

l12-3) = =
S [5(2—3) A 1= I’223
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Multiple partielle Korrelation (Auspartialisierung mehrerer Storvariablen)®

Ausgangsvariablen: z;, z,; 73, z4 (die letzten zwei seien Storvariablen)

1. Schritt: Auspartialisieren vonzs ergibt Partialvariablen 1. Ordnury:
Z21.3=1721-113Z3
223 =22~ 12373
Z4.3 = Z4 - I34Z3 (Auch aus der zweiten Storvariable muf3 auspartiali siert werden!)

2. Schritt: Auspartialisieren vonz, ; ergibt Partialvariablen 2. Ordnurg:
Z134= 213~ D1.343 243
Z234= 223~ 2343243

3. Schritt: Die @nfache Korrelation deser beiden Partialvariablen 2. Ordnurg ist die gesuchte
partielle Korrelation 2.0rdnuny:

S S
_ T(1-34)(2-34) -, _ 2-34..
l2za= <, algemein: riz3s n= .

S1—34 |:$2—34 Sl—34...n |:$2—34...n

Die Reihenfolge der Auspartialisierung ist gleichguiltig!

Partieller und semipartieller Regressonskoeffizient

Der Partiell e Regressonskoeffizient by.32.3 entsteht durch Regresson einer einfachen Par-
tialvariable auf eine andere Partialvariable. Der Semipartiell e Regressonskoeffizient by ».3 ent-
steht durch Regresson einer vollstandigen Variablen X; auf die Partialvariable X,.3. Es gilt
aber:

S [@r12 B r13r23)

D1323=b123= =203 =
. . 2 b
S, 5 S, [@1_ r23)
algemein: binos .y =g — — |]1(n—23...(n—1))
n-23..(n-1)

®  Achtung Immer cod bleiben, auch wenn's etwas shwieriger ausseht als esist!
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MULTIPLE REGRESSON UND KORRELATION

Ahnlich wie bel der einfachen Regresson geht es um die beste lineae Vorhersage dner
Variablen, nu eben aus mehreren Variablen. Es gilt wieder: X1 = X’1 + Xgeg, WObei X'; eine
Lineakombination aus den Prédiktoren von der Form X’y = woXo + WXz + ... + WX, + Cist.
Das Minimum-Quadrat-Prinzip ist wieder auschlaggebend (Summe der quadrierten Reste

soll minimal sein): Y XZ.q, = > (Xy —X3)” = Minimum. Diese Bedingung ist dann erfiillt,
wenn de Gewichte w, bis w,, semipartiell e Regressonskoeffizienten sind und de Schétzung
also deForm X' = b12.34.n X2 + D1324.0n X3+ ... + Din23 1) Xn + ahat, wobel a =My - by o
34.n M2 -D1324.n M3 - ...- Dinoz (1) M ist.

Zwei andere Formen:
1.X'1=Db1234.0 (X2-M2) + D1324.n (X3-Ma) + ...+ brnoz n1) (Xn - Mp) + My und
2.X'1=M1+ b1 (X2- M) + b13o Xz + ...+ D12z (n-1) Xnoz. (n1)

Bedingungen: Zwischen den Prédiktoren darf keine voll standige lineae Beziehung beste-
hen und de Anzahl N der beobacdhteten Personen mul3 grofier sein als die Anzahl n der Vari-
ablen der Regressonsgleichurg.

Restvariable Xrest = X1 - X1 = X123 1n

Kriteriumsvarianz: S;° = Sp2 + %103 n
Kovarianz Sy1y = S;2

Multiple Korr elation

ist die enfache Korrelation der Schétzung einer multi plen Regresson mit dem Kriterium

R _ _ Sy _ S S
123.n = lypy = S, [S, = —Sl S, = S, )
2
R% 03 n = %: multi ples Bestimmtheitsmald = Antell der im Kriterium aus den Prédiktoren

erklartern Varianz. Varianz des Fehlers: S%.3 = Si% (1 - R?123.1)

S

2 _ 2 n
R°123.n= < robisgant+... + g Iin Bin23. (1)

S
Bel wedhselsaitig orthogonalen Prédiktoren ergibt sich de vereinfachte Formel:

2 I 2 2
R%103.n =15+ 5+ 41
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DER SIGNIFIKAN ZTEST BEI DER MULTIPLEN REGRESSON UND
KORRELATION

Ho: [52:[33:...:[3n:0
Hi: B2# 0 und oder B3#0 ... und oder B, %0

Zahlerfretheitsgrade: Anzahl der Variablen minus1: n- 1
Nennerfreiheitsgrade: Anzahl der Personen minus Anzahl der Variablen: N - n

(N B n) DRiza..n
(n-)f1-R2,, )

Beredhnurg des F-Wertes: F=

Aufsuchen des kritischen F-Wertes fir die entsprechenden Zahler- und Nennerfreiheitsgrade
in einer Tabelle

F = Fyit: Ho verwerfen undH; annehmen

F < Fuit: Ho beibehalten

Prifung einzelner Regressonskoeffizienten

(Nur sinnvdl, wenn Zusammenhangshypothese bestétigt wurde)
Ho: Bn =0

H1: Bn £0

Zahlerfreiheitsgrade: 1

Nennerfreiheitsgrade: N - n

(N-n) [ﬁRiZ&.n B Riza..(n—l))
1- Riza..n

Beredhnurg des F-Wertes: F=

Vergleich mit kritischem F-Wert aus der Tabelle

Beispiel

Variablen Test-Intelligenz (X1), Angst- | Correlation Analysis of Variance

lichkeit (X2), Leistungsmotivation (Xs)

und Rigiditat (X4) X1 X2 X3 X4 DF___SAQ MAQ
Regresson 3 1760727 B6909

X1 X2 X3 X4 X1 1,000 -458 -090 -,012 Fehler 6 529273 38212

1 300 500 600 4,00

2 200 600 300 800 X2 -458 1000 381 ,469 F= 6,65338  Signif F= ,0245

3 200 6,00 500 6,00

4 0,00 9,00 400 8,00 X3 -,090 381 ]000 -,562 Semipartieller Regressonskoeffizient

5 400 200 6,00 2,00

6 200 600 300 800 X4 -012 469 -562 1000 X2 -1,192694(b1.2.34)

7 500 0,00 000 7,00 X3 1305111(b1.324)

8 200 600 7,00 4,00 Multiple R1234 0,87686 X4 1106949(b1.4-23)

9 0,00 1,00 4,00 0,00 R?1.234 0,76888 Constant -3,830301(ay.234)

10 1,00 300 1,00 8,00
Multiple Ry.24 0,51272

S 1513 2653 2119 2729 Multiple Ry.23 046718

N of Cases= 10
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FAK TORENANALY SEN NACH DEM HAUPTKOMPONENTENMODELL

1. Standardisierte Datenmatrix 2. Korr elationsmatrix
Variablen | Personen Variablen | Variablen
1 2 3 veive. N Z1 y4) o Zj Zn
Z; Z11 Zi2 Z13  Zi  ZiN Z1 1 e M ln
Z Zy Zp 73 Zji ZiN Z 1 ] fon
Zn Zn1 Zn2 Zn3 Zp ZnN Z; 1 in
Zn 1
3. Faktor

Ein Faktor eines Variablensatzes ist eine Lineakombination der Variablen
Fi=wiz +...+ Wi + ...+ WpiZn

wjs: Gewicht der Variablen z; im Faktor F;

4. Faktorwert

Faktorwert der Personi im Faktor F:
FJj =Wz + ...+ W;jiZji + ...+ WpiZni

5. Faktorwertematrix

Faktoren Personen

1 2 - N
Fa Fa1 Fa2 Fai Fan
Fs Fg1 Fg2 Fpi Fan
F Fu Fr Fj Fan
Fuv Fv1 Fv2 Fumi Fun

6. Faktorgewichtematrix
Faktorgewicht: wj;: Gewicht der Variablen z; im Faktor F;

Variablen Faktoren

Fa Fs . Fu
Z; Wia Wip W1 Wim
Zj Wija Wis WiJ Wijm
Zn Wha WnB WhnJ Wnm

7. Faktorladung

Die Faktorladung ist die Korrelation einer Variablen des Datensatzes mit einem Faktor des
Datensatzes, symbdlisiert durch ,,a“

Ladung der Variablen z; im Faktor Fa = ga
1
aa=rla= ﬁ z FAiZji =Wialgj + ...+ Wja + ...+ Wpaljn

(gewichtete Summe der Korrelationen)
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8. Faktorladungsmatrix

Variablen Faktoren

Fa Fs = Fu
Z1 1A aiB agg M
Zj aa aB EN am
Zn dnA anB anJ anM

9. Kommunalit &t

... 1st der in einer Variablen aus dem Faktor vorhersagbare Varianzanteil, symbalisiert durch
" hzju

W =ria =
Erweiterter Begriff: Der aus mehreren Faktoren vorhersagbare Teil einer Variablen z
W = R%ap.m = &ja + &g + ... + djm

10. Varianzanteil matrix

| Fa Fs .Fy... Fu

2
Al 322 1A 322 1B 322 1J a21M
Zj ain as aj aim
Zn dna dnB dn dnm

Zeilensumme: h?j < 1
Kommunalitét der Variablen = die durch all e Faktoren erklarte Varianz in einer Variablen.

Spaltensumme: Eigenwert des Faktors = Betrag der Varianz, die durch einen Faktor erklart
wird

Zdlensumme = Spaltensumme

Bei n Variablen hichstens n Faktoren extrahierbar. Bei n Faktoren werden die Variablen vadl-
sténdig erklart.

Der Eigenwert eines Faktors llte mindestens o grof3 sein wie die Varianz, die éne enzige
Variable egklart, namlich 1 (standardisierte Variablen!).

Faktorenrotation
Die Rotation der Faktoren fuhrt dazu, dal3 de hierarchische Stufung der Faktoren (1. extra
hierter Faktor erklart am meisten Varianz, dann 2., sw.) abgeschwadt wird. Die Eigenwerte
unterscheiden sich nicht mehr so sehr wie bel unrotierten Faktoren. Durch de Rotation erge-
ben sich also neue Faktorladungen, de Kommunalitéen (durch all e Faktoren erklarte Varianz
in einer Variablen) bleiben all erdings gleich.

unrotierte Faktoren rotierte Faktoren

Bei der Einfachstruktur
(nach Rotation) ladt jede Va-
riable im Idealfall nur in ei-
nem Faktor.

Vorteil: Man ha voneinan-
der unabhéangge Faktoren,
die jeweils fur sich sehr gut
eine Gruppe wn Variablen
reprasentieren.
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DIE VARIANZANALY SE: KLASSSCH UND MIT DUMMY-VARIABLEN

Klasdgsche Varianzanalytische Berecdhnungwei se:

Rohwerte und Berechnung der Mittelwerte

Kontroll gruppe Experimentalgruppe
3 4
1 8
5 4
7 8
> Xk =16 YXg=24 >Xc=40
XK =4 XE =6 XG =5

Berechnung der Gesamtsumme der Abweichungsquadrate (SAQg)

Summe dler quadrierten Abweichungen der Rohwerte vom Gesamtmittelwert:
(3-5)*+ (1-5)° + (5-5)° + (7-5)° + (4-5)° + (8-5) + (4-5)° + (8-5)* =
=4+16+0+4+1+9+1+9=44

Beredhnung der Summe der Abweichungsguadrate innerhalb der Gruppen (SAQ)

Summe der quadrierten Abweichungen der Rohwerte von ihrem jewelli gen Gruppenmittel-
wert:

(3-4)° + (1-4)° + (5-4)° + (7-4)* + (4-6)° + (8-6)° + (4-6)° + (8-6)* =
=1+9+1+9+4+4+4+4=36
Berechnung der Summe der Abwel chungsquadrate zwischen den Gruppen (SAQ,)

Summe der quadrierten Abweichungen der einzelnen Gruppenmittelwerte vom Gesamtmit-
telwert mal Anzahl n der Personen in den Gruppen:

(4-5)% + (4-5)* + (4-5)* + (4-5)* + (6-5) + (6-5)* + (6-5)* + (6-5)° =8 L= 8

Quelle der df SAQ MAQ F Sig.
Variation

zwischenden | 1 8 8

Gruppen 1,33 p>0,05
innerthalb der | 6 20+ 16=36 6

Gruppen

Gesamt 7 44
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Oder kirzer (Berechnung chne Abweichungswerte)

Kontroll gruppe Experimentalgruppe

3 4

1 8

5 4

7 8
>X 16 24 >>X 40
n 4 4 N 8
X 4 6
X2 84 160 %%xz 244
(IX)? 256 576

2 2
(ZX) 64 144 Z —(ZX) 208
n p Gruppen n
2

Korrekturwert K (N mal Xs?) = (Z %X) = 422 =200
Quelle der df SAQ MAQ F Sig.
Variation
zwischenden | 1 208- 200=8 8
Gruppen 1,33 p>0,05
innerhalb der | 6 | 244- 208 kew. 6
Gruppen 44 - 8= 36
Gesamt 7 | 244-200=44

Mit Dummy-Variablen
Ubersetzung der p Gruppen in p-1 Dummy-Variablen (0, 1-Variablen):

Abhéngige Variable (X;) Unabhéngige Variable (X5)

ARhORA~NOPFP W
PRPRRPRPRPOOOO

M;=5 M2:0’5
S%=55 S%2=0,25

Die Regressonsgleichung lautet:
Xy =2X,+4

(8-2),182 _

2 _ —
20182 F =~ o =133
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AUFGABEN ZUR VARIANZ- UND FAK TORENANALY SE

1. Bel einer Faktorenanalyse werden aus 60 Variablen 5 Faktoren mit den Eigenwerten
16, 12, 8, 5.5und 3.5 extrahiert. Welcher prozentuale Anteil der Gesamtvarianz der
60 Variablen wird durch die5 Faktoren erklart?

a) 80% b) 75% c) 11,2%% d) 78,7%%0 €) 95%
(1992,Nr. 23,
2. Die Faktorenanalyse nach der Hauptkomponentenmethode

a) pruft Mittelwertsunterschiede auf Signifikanz

b) rotiert vorher rotierte Faktoren auf Einfadhstruktur

C) pruft, obzwischen einer grolien Prédiktorenzahl und einem Kriterium ein signifikanter Zu-
sammenhang besteht

d) transformiert grof¥e Datensétze in Rangdaten

€) ist ein reduktionistisches Verfahren, das einen Uberblick tiber eine groRe Faktorenzahl ver-
schafft, indem wenige Faktoren einen moglichst groffen Antell der Gesamtvarianz der
Ausgangsvariablen erkléren.

(1990,Nr. 20,e)

3. Die Kommunalitét hj;* ist — bei Vorliegen eines Faktors —

1. diequadrierte enfadhe Korrelation zwischen einer Variablen z; undeinem Faktor F;

2. gleich h

3. der in der Variablen z; aus dem Faktor F; vorhersagbare V arianzanteil

4. die Faktorladung zum Quadrat

5. die tber all e Personen geredhnete Summe der Produlte aus Variablenwert und Faktorwert
Richtig sind:

al,z2 b) 1,3, 4 €)2,3 d1 4 e 4,5

(1990,Nr. 21, B
4. Das Zid der Faktorenanalyseist,

1. die in einer groferen Variablenzahl enthaltene Information auf wenige Faktoren zu ver-
dichten,

2. die Schétzfehler der Faktorwerte zu minimieren,

3. Lineakombinationen der gegebenen Variablen zu finden, de mdglichst viel der Varianz
der der Variablen erklaren,

4. Informationen Uber Zusammenhénge der Variablen zu erhalten,

5. die Faktorgewichte miteinander zu korrelieren,

6. traumatische friihkindli che Faktoren hermeneutisch zu extrahieren.

Richtig sind:
a2 3 b)1,3,4 5,6 d4,5,6 €24
(1989,Nr. 19,
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5. Welche Bedeutung haben die Wertein der Faktorladungsmatrix?

a) Sie geben fur al e Personen an, wie stark sie durch de Faktoren beladen sind.
b) Sie geben den Zusammenhang zwischen den verschiedenen Variablen an.

c) Sie geben den Zusammenhang zwischen den Variablen und an Faktoren an.
d) Sie geben den Zusammenhang zwischen den verschiedenen Faktoren an.

€) Sie geben den Zusammenhang zwischen den Personen und en Faktoren an.

(1989, 20¢)
6. Wasversteht man unter eénem Faktorwert?

a) Der Faktorwert ist der Wert einer Personin einem Faktor.

b) Der Faktorwert ist identisch mit der Kommunaltit &t.

c) Der Faktorwert ist fur standardisierte Ausgangsvariablen mit dem sogenannten kriti schen
F-Wert der F-Tabelle zu vergleichen.

d) Der Faktorwert ist der Anteil an der Gesamtvarianz, der durch diesen Faktor erklart wird.

€) Der Faktorwert gibt die Faktorladung an.

(1989, 217)

7. AlsFaktor wird bezechnet

1. digenige Variable, deren Auswirkung varianzanalytisch urtersucht werden soll .

2. ein aus mehr a's 2 Dummy-Variablen bestehendes Kriterium.

3. eine Lineakombination Fj = wqjz1 + Wo3Z> + ... + W3z, deren Gewichte durch die Fakto-
renanal yse bestimmt wurden.

4. jede Variable, die mit dem Kriterium nicht, aber mit mindestens einem der Pradiktoren
korreliert.

5. ein signifikanter Mittelwertsunterschied.

Richtig sind:

anurl b) nur 4 1,3 d25 e3,4,5

(1987,Nr. 18,¢)

8. Folgende Aussagen Uber die Faktorenanalyse sind zutreffend:

[ERN

. Die Kommunaltitét einer Variablen kann hachstens den Wert 1 annehmen.

2. Die Summe der Kommunaltitéten der Variablen mufR gleich sein der Summe der Eigenwer-
te dler Faktoren.

3. Der Eigenwert eines Faktors dividiert durch de Anzahl der Variablen gibt den Antell der
Gesamtvarianz an, der durch diesen Faktor erklart wird.

4. Bei der Faktorenanalyse nach dem Hauptkomporentenverfahren ist der Eigenwert des zu-

erst extrahierten Faktors am gréfden.

Richtig sind:

a) aleAussagen b) 1,3 01,2,3 di 4 1,2
(1987,Nr. 19,a)
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9. Bei einer Faktorenanalyse werden aus 48 Variablen 12 Faktoren extrahiert, wobei die
Summe der Eigenwerte 36 betragt. Welchen Anteil der Gesamtvarianz der 48 Variab-
len erkléren die 12 Faktoren?

a) .25 b) .30 c) .40 d) .75 €) .95

(1987,Nr. 20, 9

10. Gegeben ist folgende Faktorladungsmatrix:

Fa Fs Fc Fo
Z1 .6 A4 3 5
Z> -4 T 0 0
Z3 -8 0 .6 0
Z 5 -7 0 0
Zs5 4 0 .6 .6
Welche Variable wird durch all e Faktoren am besten erklart?
a)z b) z C) Z3 d) z4 €) z5

(1986,Nr. 19,¢)

11. Eswird eine dreifaktorielle Varianzanalyse mit 120 Personen durchgefihrt, wobel
der erste Faktor 2, der zweite Faktor 3 und der dritte Faktor wieder 2 Auspragun-
gen hat. Berechnen die FGijnnerhaib Und FGzyischen!

a) FG; = 12, b) FG; = 108 c) FG; = 108 d) FG = 11 e) FG; = 109
FG, =108 FG,=12 FG, =11 FG, =108 FG,=11

(Selbst erfunden, c)
12. Es oll mit folgenden Werten eine Varianzanalyse durchgefiihrt werden:

Kontrollgruppe Experimentalgruppe
3

N WO

6

5

2
Berechnen Sie SAQ;! SAQ, =
a 2,5 b) 15 c) 12,5 d) 6 €) 27,5
Selbst erfunden, b)
13. Berechnen Senun MAQ,! MAQ, =

a) 7 b) 2,5 c) 6 d) 27,5 e 12,5

(Selbst erfunden, €)
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14. Berechnen Sienun den F-Wert! F =
30,2 b) 2,5 c) 0,5 d)5 e 6
(Selbst erfunden, d

15. Bei einer Varianzanalyse waren die FG; = 56 und die FG, = 3. Wieviele Personen
waren betelligt (N)?

a4 b) 60 c) 59 d) 5,5 e 25
(Selbst erfunden, b)

16. Wieviele Gruppen gab es (bei voriger Analyse)?

a4 b) 3 c) 56 d)9 e) 2
(Selbst erfunden, a)

17. Wieviele Personen waren in jeder der Gruppen (bei voriger Analyse)?

a5 b) 56 c) 10 d) 34 e 15
(Selbst erfunden, €)

18.Bei einem F-Wert = 8, MAQ; = 16, 4Gruppen und FG; = 12hat SAQ; welchen Wert?
a) 15 b) keinen Wert c) 24 d) 16 e 12
(Selbst erfunden, c)

19. Bei der gleichen Analyse waren wieviele Personen in jeder Gruppe?

a) 4 b) 16 05 d) 24 e) 16
(Selbst erfunden, a)

20. Wiegrol3 war SAQ,?

a 12 b) 33 c) 45 d) 48 €e) 23
(Selbst erfunden, d

21. Wievidle Dummy-Variablen brauchte man, wenn man diese Varianzanalyse als
Regressonsanalyse rechnen wollte?

al b) 2 c)3 d) 4 €5
(Selbst erfunden, c)

22. Bei der Statistik-Klausur werdeich

a) cod bleiben b) versagen c) improvisieren  d) meditieren €) krank sein
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ALLGEMEINES

Die Statistik ist ein Zweig der angewandten Mathematik und umfaldt zwei Hauptgebiete,
namlich de beschreibende oder deskriptive und de schlief3ende oder induktive bzw. Infe-
renzdatistik. Das Ziel der Erstgenannten ist eine Ordnurg und Reduktion von Datenmaterial
in Tabellen, Grafiken und Kennwerten, welche das Datenmaterial gut darstellt. Sinn und
Zwedk der zweiten Disziplin ist es, mittels wahrscheinli chkeitstheoretischer Funderung von
einem Ausschnitt einer zu urtersuchenden Grundgesamtheit oder Popuation — der Zufalls-
stichprobe — zuldssge Aussagen Uker die Popuation zu treffen, de selbst meist zu gro3ist,
in ihrer Gesamtheit untersucht zu werden.

Einige Grundlegriffe und Definitionen

Variable: Eine Variable ist ein Merkmal, das in mindestens zwei Auspragungen vorkommt
Ihre tatsachli chen Auspragungen heif3en Werte der Variablen.
Es gibt ferner diskrete, stetige und quaistetige Variablen. Diskrete Variablen haben
nur feste Auspragungen ohre Zwischenwerte (z.B.: Anzahl von Personen in einem
Zimmer; es gibt keine 2,74 Personen!); stetige Variablen haben unendich viele
Zwischenwerte zwischen beliebigen Intervallen (z.B.: Die Zeit: zwischen 1 und 2
Sekunden gibt es unendich viele Zwischenzeitpunke); quasistetige Variablen he-
ben zwar theoretisch Zwischenwerte zwischen einzelnen Ausprégungen, sie werden
aber in der Praxis nicht angegeben (z.B.: Das Alter: Obwohl es zwar rein theore-
tisch moglich ware, das exakte Alter einer Person zu einem gegebenen Zeitpunk
anzugeben — in ms etwa — madt man in der Praxis jedoch nu Altersangaben in
Jahren). Da es aber sinnvdle Zwischenwerte gibt, darf man quesistetige Variablen
wie stetige behandeln.

Grundgesamtheit oder Popuation: Das snd alle Objekte, die dieselbe Auspragung eines ort-
lichen, sachlichen und zeitli chen Identifi kationsmerkmals
besitzen. Z.B.: Die Psychoogiestudenten (sachl. I.) des
Erstsemesters WS 199697 (zeitl. 1.) an der LMU Mn-
chen (ortl. 1.).

Digjenigen Merkmale, welchen an ihnen erhoben werden, nennt man Erhebungsmerkmale.
Tellmengen der Popuation heif3en Stichproben. Hatten alle Elemente éner Popuation desel-

be Wahrscheinlichkeit in die Stichprobe aufgenommen zu werden (z.B. durch ein Losverfah-
ren) nennt man de Teilmenge Zufall sgichprobe.
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DESKRIPTIVE STATISTIK

Erhobene Daten kénren zundchst ungeordnet in einer Liste festgehalten werden; so eine
Liste nennt man Urliste. Jede Person wird dabei einfach mit einer Zahl eines laufenden Index’
festgehalten:

Beispid:

Popuation = Die Psycho-Studenten des WS 96/97 an der LMU-Miinchen;

Stichprobe =Alle Personen, de jetzt in desem Raum am Fenster sitzen (oder vielleicht auch
halb li egen);

Erhebungsmerkmal = Schuhgréfie

Person (i) Schuhgrofe (Xi)

'Smm\lowm.hwml—\

Jetzt konren wir z.B. schon mal das Arithmetische Mittel, oder kurz den Mittelwert, be-
rechnen. Die Formel lautet:

in urserem Beispiel heifdt das:

Y:£(+ + o+ )

Wir kénren aber auch die Werte ordnen; das hat den Vorteil, dal3 wir Werte, die haufiger
vorkommen, richt mehrmals hinschreiben missen. Dazu fertigen wir eine sog. Haufigkeitsta-
belle an, in der die SchuhgrofZen bereits angeordnet sind (z.B. steigend) und eingetragen wird,
wie oft diese Grofe in urserer Stichprobe vorkommt Der Index lautet jetzt nicht mehr i fir
die Person, sondern j fur die jeweili ge Schuhgrofie (die ja 6fter vorkommen kann); die asolu-
te Haufigkeit einer Schuhgrofe wird mit n; bezeichnet, die relative (relativ zur Gesamtanzahl
N) mit f; wobei

_N R\
f, = N undN = j:zlnj.

J

fi liegt zwischen O und A0 <f; < 1) bzw. ) f, =1

=)
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[S—

X

O~NO O WNPE

36
37
38
39
40
41
42
43

Der Mittelwert |83t sich jetzt auch anders berechnen:

_ 1
X ==

J

_ 1
X:Nanxj

=1

undflr unser Beispidl heildt das:

(.. 036 + ... 037 + ... )

Die zwei fehlenden Statistiken N; undF; bedeuten folgendes:

N; ist die Kummulierte ebsolute Haufigkeit an Werten, also de Summe der absoluten Hau-
figkeiten ny bis zu einem bestimmten j. F ist die Kummulierte relative Haufigkeit, also de
Summe der relativen Haufigkeiten f; bis zu einem bestimmten j.

Nun kann man das Ganze auch nach graphisch veranschaulichen mit Stab- und Sulendia
grammen; letztere werden auch Histogramme genannt. Bevor man jedoch Histogramme
zeichnen kann, missen de Werte ast in Klasen zusammengefaldt werden (z.B. von 35,5-
37,5 37,5- 39,5 39,5- 41,5 41,5- 43 5.

Stabdagramm Histogramm bzw. Treppendiagramm
bzw. Polygonzug
n; F
5
1
4
0,75
3
0,5
2
0,25
1
0
0
36 37 38 39 40 41 42 43 3637 3839 4041 4243
j X| X N f N; A
1 35,5 37,5
2 37,5 39,5
3 39,5 41,5
4 41,5 43,5
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DIE APRROXIMATIVE VERTEILUNGSFUNKTION

Sind Werte in Klassen eingeteilt, undgeht man davon aus, dald ale Werte in den Klassen
gleich haufig vorkommen (Gleichvertellung), kann man mit der Approximativen Vertellungs-
funktion anndhern, welche Kumnulative relative Haufigkat (F*) bei einem bestimmnten Wert
(X) der Variablen erreicht ist (auch wenn de Kummulierten Haufigkeiten nu intervallweise
gegeben sind). Die Frage dazu konrte dwa lauten: ,W elche Kummuli erte relative Haufigkeit
ist bel einer Korpergrolée von 1,83m erreicht?. Nimmt man diesen Wert F* mal 100, so hat
man den Prozentrang Er ist quasi die Antwort auf die Frage, wieviel Prozent der Werte bis
zu desem Wert vorkommen (wieviel Prozent der Stichprobenmitglieder haben Schuhgréen
bis39?)

Der Wert der Approximativen Vertellungsfunktion erredhnet sich aus:

f

e
_ —_——

F*(x)=F., +% [fF.—F.,) (e steht fur Einfall sklass)

e e

Der Prozentrang PR (x) ist 100mal F*.

Die Fragestellung in der anderen Richtung wirde lauten, urterhalb bzw. bis zu welchem
Wert x z.B. 350 der Werte liegen, oder mathematischer, fir welchen x-Werte die Approxi-
mative Verteilungsfunktion den Wert 0,35liefert (F* = py).

Um das zu ermitteln mufd man nu die Approximative Verteilungsfunktion ein wenig um-
formen underhélt so:

PRy o
XP:Xe+ f 1(Xe_xe)

Der Wert der Variablen x, fur den ein gegebener Wert der Verteilungsfunktion p, zutrifft,
heif3t Quartil. Will man z.B. die Korpergrofie wisen, bis zu welcher 37% der Stichproben-
mitgli eder liegen, sucht man das Quantil fur p, = 0,37.Die speziellen Quantile fur p=0,25 p
= 0.5 und p= 0,75 hefRen 1., 2., und 3Quartil. Der Median — auch ein Mal3 fur zentrale
Tendenz wie der Mittelwert — ist das Quantil fur p = 0.5 kezw. das 2. Quartil. Die Perzentile
sind de aif den Prozentrang bezogenen Quantile: Das 30. Perzentil ist also der Wert von X,
der den Prozentrang 30% hat.

Fi Polygonzug der Approximativen
Verteilungsfunktion (F*)

1.Quartil Median 3. Quartil = Quantil fir p=0,75=75. Percentil
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STREUUNGSMARE (SPANNWEITE, VARIANZ, STANDA RDABWEICHUNG)

Die Malizahlen zentraler Tendenz (Mittelwert, Modalwert = haufigster Wert, undMedian)
liefern keine Information Ulker die Dispersion oder Streuung der Werte in einer Stichprobe. Im
Extremfall kann es 0 z.B. sein, dald sich fur einen Schiler mit gleichviel 1er und 3 ein No-
tendurchschnitt (arithmetisches Mittel) von 2,0errechnet , obwohl er in keinem Fadh de Note
2 hat; also kann es auch wichtig sein, de Streuurng von Werten zu kennen. Das einfadiste
Streuungsmald ist die Differenz awischen dem grofden unddem kleinsten Wert, die Spannvei-
te. Doch sie sagt nichts dariiber aus, wie weit die Werte durchschnittlich um einen Mittelwert
streuen. Diese Information liefern urs die Varianz und deren Wurzel, die Standardabwei-
chung.

Dader Mittelwert tatsdcdhlich de Mitte der Werte bil det, ist die Summe der Diff erenzen zu
ihm gleich Null. So kann man fir ein sinnvdles Mal3 der Streuung um den Mittelwert ganz
einfach de Differenzen der Werte zum Mittelwert quadrieren, aufsummieren und duch de
Anzahl an Werten teil en; man erhdlt so de Varianz:

§= i(xi ~x)* = Abweichurgswerteformel

=1

Z|-

oder durch Umformung:
%Z(XZ—ZXX+X2) :%sz—ZX%ZH%ZXz :%sz—ﬂzmz =
=

1 S 2 g2
&= N ;xi -%? = Rohwerteformel

Die Quadratwurzel aus der Varianz ist die Standardabwei chung:

Sandardabweichung s= \/?; sie stellt praktisch den mittleren Abstand der Werte von ih-
rem Mittelwert dar.

|
|

i X Xi (xi — X)?

40 40
39
40
39
37
41
42
45
40
0 37

P OO0O~NO OIS, WNPE
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LINEARE TRANSFORMATION

Eine Transformation der Werte umy; = ax; + b nennt man lineare Transformation; wie sich
bei einer solchen Transformation der Mittelwert, die Varianz und de Standardabweichung
andert, konren wir leicht ableiten:

N N

V:%i(axi +b) :a[ﬁ;xi +%Zb:ai+b = der Mittelwert verschiebt sich also wie

=1 ~ ;;1
ale anderen Punkte um den Faktor aund den Summanden b.

Bei der Varianz wirkt sich dese Transformation folgendermalien aus:

g :%IZ[(axI +Db) - (ax + b)]2 :%Z%@i —7+E—9% :%Zaz(xi -x)° :aZ%Z(xi -x)" =8 &

a a i
Und schliefdlich bedeutet das fur die Standardabweichung eine Transformation um:
s =lal3,

Voraussetzung fur die Berechnurg von arithmetischem Mittel, Varianz und Standardab-
weichung sind Daten auf Intervall skalenniveau (siehe @genes Paper zu den Skalenniveaus).

Den Modawert und de Quartile (z.B. Median) kann man bereits auf Ordinalskalenniveau
bestimmen.
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DIE SKALENNIVEAUS VON DATEN

Nominalskala

Auspragungen von Eigenschaften in will kirlicher Rethenfolge bei quditativen Variablen
= Gleichheit oder Ungleichheit von Objekten ist gegeben

Bsp.: Beruf, Geschledht, Augenfarbe

nicht bestimmbar: arithmetisches Mittel undMedian, Varianz und Standardabwei chung
bestimmbar: Modalwert

Rang- oder Ordinalskala

Auspragungen haben eine endeutige Rangfolge

Elemente sind rach Grof%e bzw. Intensitdt zu ordnen

= Rangfolge, Groler-Kleiner-Relation

Frage: Ist das Merkmal unterschiedli ch ausgepragt?

Bsp.: Schulnaten, Rethenfolge der Ankurft von Laufernim Ziel
nicht berechenbar: arithm. Mittel, Varianz und Standardabweichurg
bestimmbar: Modalwert und Median

Intervall skala

Die Abstande oder Intervall e zwischen Zahlen sind eindeutig festgel egt; Gleichheit von Inter-
vallen

Frage: Um wieviel mehr ist das Merkmal ausgepragt?

Bsp: Dioptrien, Celsius (20°C ist energetisch nicht doppelt soviel wie 10°C; doch eine Er-
warmung von 10T auf 20°C bzw. 0°C auf 10°C bendtigt jeweil s den gleichen Energiebetrag)
berechenbar: arithm. Mittel, Median, Modalwert, Varianz und Standardabwei chung

Rationalskala

Gleichheit von Verhdtnissen

Bsp.: Temparatur in Kelvin, Gewichte, Langenmal3e

20 cm ist doppelt so lang wie 10 cm und verfadch so lang wie 5 cm; 20 °K sind vam Energie-
betrag doppelt so groRwie 10°K

berechenbar: arithm. Mittel, Median, Modawert, Varianz, Standardabwei chung und absoluter
Null punk

In der Psychdogie sind de meisten Daten nu auf Intervallskalenniveau zu erheben (es ist
z.B. schwer zu beantworten, wo der absolute Null punkt der Intelli genz anzusiedeln ist)
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VERTEILUNGSFORMEN

fi

Gleichvertellung (Redtedverteil ung)

Die beobaditeten Mef3werte vertellen sich in einem
bestimmten Intervall vollig dgeichmaiig (ale Werte
kommen gleich haufig vor).

-0.2

Normalverteilung (GAUSS sche Verteil ung)

Siewird bestimmt durch 2 Parameter:
» Varianz (bzw. Standardabweichung)
» Mittelwert (bzw. ,, Erwartungswert” bel einer Wahrscheinli chkeitsverteil ung)

Empirische Vertellungen, die dem Modell der Normalverteilung entsprechen, haben fol-
gende Eigenschaften:

* Im Bereich von einer Standardabweichung unter bis einer Stdabw. Uber dem Mittelwert
(x—sbisx+9) liegen ca 68% der Werte von x.

* Im Bereich vonca zwei Standardabweichungen um den Mittelwert liegen 93% der Werte
vonx.(X—1,960% bisx +1,96[3)

* Jenseits der zwei Standardabweichungen urter bzw. Gber dem Mittelwert liegen je 2,5% der

Werte von x.
f] Sonderfall:
Standardnormalverteilung

¢ Mittelwert=0

e Varianz = Standardabweichung = 1

* Eine normalverteilte Variable x kann
durch Standardisierung (siehe ege
nes Blatt) in eine standardnamal ver-
tellte Variable z transformiert wer-

0.2f den.

3 2 1 1 2 3

M—30 H-196 p-o0 VI pMt+o p+190 p+30

Links-schiefe (rechts-steil €) Redhts-schiefe (links-steil ) Bimodale Verteilung
Vertellung Verteilung
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STANDARDISIERUNG

Eine Standardisierung stellt im weitesten Snne eine Transformation dar, die e@ne Verein-
heitli chung und somit eine bessre Vergleichbarkeit von Daten — z.B. aus verschiedenen Da-
tensétzen oder Stichproben — zur Folge hat. Die Transformation vonx-Werten auf Prozent-
range wére @ne solche Transformation, de fir jede Variable Werte von 0 bs 100liefert, egal
in welcher Einheit die Daten gemessen wurden.

Im engeren Snn verstent man darunter die sog. z-Transformation, eine lineae Transforma-
tion, de die urspriunglichen x-Werte auf z-Werte so abgebil det, dal3 sie den Mittelwert O und
die Standardabweichung undVarianz von 1 haben. Eine solche Transformation flhrt bel einer
normalverteilten Variable zu einer standardnamalvertellten Variable.

Die Formel, welche die x-Werte in z-Werte ,, Ubersetzt”, sieht folgendermalien aus:

Von jedem Wert wird also der Mittelwert abgezogen und anschlief3end Verbleibendes
durch de Standardabweichung getellt. Da der Mittelwert von z-Werten immer O ist, weil3 man
sofort, dal3 regative Werte unterdurchschnittli ch, urd pasitive Werte tberduchschnittli ch sind.
Da man ferner die exakten Wahrscheinlichkeiten fir eine Standardnamalvertellung kennt,
kann man — wenn de Ausgangsvariable zumindest annédhernd namalvertellt ist — Ruck-
schlisse aif die Auftretenswahrscheinlichkeit von Werten in bestimmten Bereichen madhen
(siehe auch bei Verteilungsformen).

e Im Bereich vonpu -1 bisp +1 liegen 68% der Werte
* im Bereich vonu - 1,96 bsp + 1,96liegen 95% der Werte
 im Bereich unterhalb p - 1,96 und obrhalb p + 1,96liegen je 2,5% der Werte.

(Der Parameter p aus einer Wahrscheinli chkeitsvertellung entspricht dem Mittelwert in einer
empirischen Haufigkeitsvertell ung)

Esgibt in der Psychologie noch einige andere gebrauchli che Skalen neben den z-Werten:

|Q-Skala

Qi =150 + 100 -
= Eigenschaften: Mittelwert 1Q = 100, Standardabweichung so = 15

T-Skala

Ti=10lz +50
= Eigenschaften: T =50; sy =10

Stanines (STAndard NINES)

SNi=150+5 o
= Eigenschaften: SN =5; sy =1,5
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UBUNGSAUFGABEN ZUR DESKRIPTIVEN STATISTIK

1. Welche der folgenden Malzahlen sind Streuungsmalizahlen?

Spannweite

Varianz

Interquartil sabstand
Standardabweichung
Modalwert

g

Richtig sind:

81,245 b) ale 0124 d)2 4

2. In einem Sportwettkampf erhélt eine Teilnehmerin von den Kampfrichtern folgende Wertungen:

85/87/84/89/86/90/86
Berechnen Sie aithmetisches Mittel und Median. Als Ergebnis erhalten Sie:

a) arithm. Mittel = 8,67 Median = 8,9
b) arithm. Mittel = 8,67 Median = 8,6
¢) arithm. Mittel = 8,70 Median = 8,9
d) arithm. Mittel = 8,65 Median = 8,7
e) arithm. Mittel = 8,80 Median = 8,7

e1234

3. Der Schuhverkaufer Herr K. ist Hobbystatistiker und stellt j ede Woche heimlich eine Haufigkeitstabelle
Uber die vekauften Paar Schuhe auf, um seinen Chef bei der Bestellung hinsichtlich der verschiedenen

Groéfen bessr beraten zu kdnnen.

SchuhgréiRe 38 39 40 41 42 43 44 45
Haufigkeit 2 10 0 7 13 15 5 9
Wo liegt der Median dieser Vertellung?
a) 42 b) 8,71 c) 13 d) 15 €) 41

4. Was haben Median und Moddwert gemeinsam?

a) Beide sind immer paositiv.

b) Beide sind Streuungsmale.

¢) Siesind beide nicht immer eindeutig bestimm.

d) Beide kdnnen nu fur standardisierte Werte beredhnet werden.
€) Einesvon beiden ist die Wurzd aus dem anderen.

5. Nach vielen Jahren nehmen Sie wieder an den Bundesjugendweltspielen teil. Doch heute laufen Sie nicht

50m, sondern Sie werten die Ergebnisse statistisch aus.
Die Haufigkeit der Sprintergebnisse tiber 50m sind:

Laufergebnisse Anzahl
15-14s 3
14-13s 3
13-12s 3
12-11s 1

Der ungefahre Wert des 2. Quartil sliegt bei:

a) 12,00s b) 1250s ¢) 1333s d) 13, 67s

) 12755
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6. Welche Aussagen Uber das arithmetische Mittel sind richtig?

=

Die Berechnungist nur sinnvoll fir Daten, die mindestens I ntervall skalenqualit & haben.

Das arithmetische Mittel ist im Gegensatz zum Median urempfindlich gegen Ausreil3er.

3. Wird zu allen x-Werten einer Stichprobe dieselbe Zahl addiert, so vergrof¥ert sich aus das arithmetische
Mittel um diese Zahl.

4. Die Summe der Abweichungen all er Werte von ihrem arithmetischen Mittel ist Null.

5. Das arithmetische Mittel kann richt berechnet werden fir bimodale Verteil ungen.

N

Richtig sind:
a 34 b 134 c)dle d1,4 €125

7. Welche der folgenden Kennwerte sind Malahlen der zentralen Tendenz?

1. der Median

2. das 50. Perzentil

3. das arithmetische Mittel
4. der Modalwert

5. das 2. Quartil

Richtig ist/sind:
81,234 b) ale 013 d) 1,3, 4 01,2

8. Die angemesene graphische Darstellung der empirischen relativen Haufigkeit fur eine klassfizierte
Variableist ein(e)

a) Stabdiagramm

b) Normalverteilung

¢) von links nach redhts ansteigende Treppenkurve
d) Histogramm

€) Polygonzug

9. zstandardisierte Mef3werte

a) haben die Varianz 1

b) kénnen nur zwischen O und 1liegen

¢) haben den Mittelwert 1

d) werden in der Tabell e der Standardnormalverteil ung abgelesen
€) liegen zwischen -1 und +1

10. Welche der Aussagen Uber die Normalverteilung sind falsch?

a) Die Normalverteilungist unimodal.

b) Der Erwartungswert, der Median urd der Modalwert sind gleich.

¢) Die Normalverteilungist durch zwei Parameter L und o bestimntt.

d) Die Wahrscheinlichkeit dafir, dal3 ein Wert grofer als p auftritt, ist %2

€) Die Wahrscheinlichkeit dafur, daf? ein Wert zwischen g und 1,960 auftritt, ist 0.95.
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11 Welche Aussage Uber eine normalverteilte Zufall svariableist richtig?

a) Grole Werte, ungefahr ab dem Wert 4, sind extrem wenig wahrscheinlich.
b) Sieistein gues Modell der Funktion von Glocken.

c) Der Graph der Dichtefunktion fallt vom héchsten Punkt aus nach beiden Seiten ab, bis er die x-Achse

schneidet.
d) lhreVarianz ist ihrer Standardabweichung deich.
€) Der Wertebereich darf weder nadch oben noch nach urten begrenzt sein.

(Aufgaben des WS 94/95; Ldsungen: 1e, 2b, 3a, 4c, 5¢, 6b, 7b, 8d, 9a, 10e, 11€)

1. Die deskriptive Statistik beschreibt

a) Zusammenhange awischen Stichprobe und Population
b) die Art der Stichprobenbezehung

c) die Art des Signifikanztests

d) das Ergebnis des Signifikanztests

€) die Verhdltniss in der Stichprobe.

2. Eine Zufall sgichprobe liegt vor, wenn

a) die Stichprobe normalverteilt i st.
b) die Stichprobe aus der zugehdrigen Grundgesamtheit stammt.

c) jedes Element der Grundgesamtheit die gleiche Wahrscheinli chkeit hatte, in die Stichprobe aifgenommen

zu werden.
d) die Stichprobe genau die Grundgesamtheit reprasentiert.
€) der Tag der Stichprobenziehungzufalli g ausgewahlt wurde.

3. Die kumulierte prozentuale Héaufigkeit

kann aus den relativen Haufigkeiten berechnet werden

kann aus den absoluten Haufigkeiten urd dem Stichprobenumfang berechnet werden
ist immer so gro3wie die kumulierte esolute Haufigkeit

ist immer so groRwie die kumuli erte rel ative Haufigkeit

ist gréRer oder gleich 0 und kleiner oder gleich 100

agrwNRE

Richtig ist/sind:
al2 b)1,24 0125 di1,4 e) alle Aussagen.

Zu 4./5.: Sie befrage Psychologiestudenten/innen, wie hdufig sie trotz des £hneearmen Winters beim
Skifahren waren. Sie ehalten folgende Daten:

Vp 1 2 3 4 5

Skitage 0 2 1 1 5

4. Berechnen Sie Mittelwert X und Varianz < dieser Wertereihe

a X=25 $£=52
b) X =1,8 $£=68
c X=18 $£=296
d X=9 £=0
e X=18 £=1
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5. WiegroRist dierelative Haufigkeit der Personen der Stichprobe, die hdchstens 2 mal beim Skifahren
waren?

a) .8
b) .44
c).6
d)1
e .4

6. Ein Stabdagramm

kann die graphische Darstellungder Haufigkeiten einer Variable sein
wird nur bei diskreten Variablen angewendet

wird nur bei relativen Haufigkeiten angewendet

wird auch Saulendiagramm genannt

wird bei alen Variablen angewendet

g

Richtig ist/sind:

81,35 b 1,23 01,234 d)1,5 01,2

7. Welche Mafzahlen sind Maf¥ zentraler Tendenz?

Arithmetisches Mittel
Spannweite

Median
Standardabweichung
Interquartil sabstand

grwdPE

Richtig ist/sind:
a)24 b)2,4,5 013 d)1,5 €4,5
8. Siesind der einzige Nichtraucher in einer 8-Personen-Wohngemeinschaft und wollen ihre Mitbewohner

von der Schéadlichkeit dieses Lasters Uberzeugen. Deshalb notieren Sie @nes Abends die Anzahl der
gerauchten Zigaretten fir jeden Mitbewohner. Es ergibt sich folgende Tabelle:

Peter 10
Siggi8

Gabi 5
Alex 25
Helmut 14
Birgit 12
Anette 3

Wieviele Zigaretten wurden durchschnittli ch pro Kopf geraucht?

a)8 b) 9 ¢) 10 d) 11 e) 12
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9. Was st der Median des Zigarettenkonsums? (Angaben siehe orherige Aufgabe)

a 8
b) 10
c 11
d) 12
e 14

Sie sind Mitglied der Jury bei einem HochseeWettfischen und as einziges Mitglied statistisch ausgebil det.
Deshalb Ubernehmen Sie die Aufgabe, aus der Haufigkeitstabelle zu den Langenklassen der gefangenen
Haie:

Hai-Langenklas® Anzahl
150- 160cm
160- 170cm
170-180cm
180-190cm

P WwWwhN

den ungeféhren Wert des 2. Quartils a1 bestimmen

a) 167cm
b) 163cm
c) 165cm
d) 170cm
€) 160cm

11 Siefuhren bei Schulkindern einer Altersgufe énen Schulreifetest durch, der fur jeden Schiiler zu einen
Schulreifewert SRW fuhrt. Ein Schiiler hat einen SRW mit einem Prozentrang von 10. Was bedeutet das?

a) Sein SRW ist das 0.1-Quantil

b) Sein SRW ist das 1. Perzentil

¢) Etwa 10% der Schuler haben einen hsheren SRW

d) Etwa 10% der Schiiler haben einen niedrigeren SRW asdie Lehrer

€) Der Schiiler ist so klugwie 10% der Lehrer

(Aufgaben des WS 92/93; Losungen: le, 2c¢, 3c, 4c, 5a, 6e, 7c, 8d, 9b, 10a, 11a)
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WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG

Zufall sexperiment

» Die prinzipiell méglichen Ergebnisse sind bekannt

» Weélches Ergebnis vorkommt, ist nicht vorherzusagen

» Dierelativen Haufigkeiten fur die verschiedenen Ergebnisse stabili sieren sich auf lange
Sicht

Ergebnis

Das, was as Resultat bei einem Zufall sexperiment rauskommen kann; mathematisch duch
w (kleines ,omega“) représentiert.

Ergebnisraum

Menge dl er mégli chen Ergebnisse; Symbad Q. Ein Ergebnisraum kann endlich (bel diskre-
ter Zufall svariable) oder unendich (bel kontinuierlicher Zufall svariable) sein.

Q={w, oy, ..., 0}
Beispiele: Munzwurf Q ={Zahl, Wappen}, Wirfel Q ={1, 2, 3, 4, 5, 6}

Ereignise E;

M ogliche Kombinationen von Ergebnissen; Teilmengen des Ergebnisraums Q, inklusive
der legen Menge {} (unmogliches Ereignis), aler Elementarereignisse (enthdit nur ein Er-
gebnis {w}) und des ganzen Ergebnisraums Q (sicheres Ereignis); Abkirzung durch Grof3-
buchstaben (A, B, C, ...,2).

Ereignisse sind digunkt, wenn ihre Schnittmenge leg ist: A n B =0 < A, B digunki;
sind zwei Ereignisse digunkt, gilt, dal3 de Wahrscheinlichkeit daftr, dal3 A oder B eintritt,
die Summe der Wahrscheinlichkeiten fir A undB ist:

P(A O B) = P(A) + P(B)

Ereignisse sind dann kamplementar in Bezug auf Q, wenn ihre Schnittmenge lee undihre
Vereinigungsmenge gleich Q ist An B=0,A0B=Q - A, B komplementar; B = A
(Komplement beziiglich Q). Beispiel Wirfel: A ={1, 3, 5}, A ={2, 4, 6}

Zwe Ereignisse heiffen dann unabhangg, wenn es fur das Eintreten vonA egal ist, ob ds
Ereignis B vorher eingetreten ist oder nicht; etwas mathematischer gilt dann:

P(A n B) = P(A) [P(B); (P ist die Wahrscheinlichkeit, engl. ,, probabilit y*)

Umgekehrt kann man sagen: Gilt diese Beziehung, sind zwei Ereigniss unabhéngig. Dem-
nach sind zwel Ereignisse dannabhéngg, wenn gilt:

P(A n B) # P(A) CP(B)
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Ereignisraum von %

Menge dler Ereignisse

Potenzmenge ﬁ

ist der Ereignisraum von einem endli chen Ergebnisraum;
Beispid Munzwurf: M(Q) ={{ Z, W}, { Z}, { W}, {}}

Machtigkeit des Ergebnisraums Q] = n 0 Madhtigkeit der Potenzmenge [N(Q)| = 2"

KoLMoGOROWSche Axiome

l. PA)=0
. PQ)=1
. AnB=00 PA OB)=P(A) + P(B)

Satz von SYLVESTER: A, B beliebig (nicht unbedingt digunkt);
P(A 0O B)=P(A) + P(B) - P(A n B)

Das BERNOULL I-Experiment

Ein BERNOULL I-Experiment ist ein Zufall sexperiment mit genau zwel mogli chen Ergebnis-
sen, demeist als Treffer und Niete bezeichnet werden.

Eine Kette von n urabhéngigen BERNOULL Iexperimenten, bei denen de Wahrscheinlich-
keit fur jeden Treffer konstant p ist, heil3t BERNOULL Ikette der Lange n mit dem Parameter p.

Bel einer BERNOULL IKette der Lange n mit dem Parameter p gilt:

U U
W()—PDY = D—BhDYmHmit =1
y) = gzw =y ﬁ_w%) q=1-p

i}
ufa:lljls- Anzahl
anable ey "Treffer”

Die kumulative Wahrscheinli chkeit F(y), dal3 das ErgebnisY bis zu y-mal bei n Wiederhoun-
gen varkommt ist:

Lhl
FY) =Ry <y) = > 0 B’

ChC
Der sog. ,, Binomiakoeffizient® E}/E |&3t sich auf folgende Weisen bestimmen:
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1. Mit der Fakultatenformd:

@E: n ben=12B0.hund 0:=1
—Fv, WO nt = .. un =
yl(n-y)r’

2. Mittels addtiver Rekursion im PAscaLschen Dreledk:

n=0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1

[6L [6L [BL [BL [BL [BL [BL (hL) O n [

o of Bf B BE B R T BER-

3. Multi pli kative Rekursion
(a +b)* = 1a’ + 2ab + 1b°

(a +b)° = 1& + 5a’b + 10a®b? + 10a°b® + 5ab* + 1b°
= Koeffizienten sindwieim PAscaLschen Dreied!

(p+q)" = iEhqun_y =1 (Allgemeines Binom)
T yzo@@
= Wahrscheinlichkeiten bei einer BERNOULL Ikette: p=1-q = p+qgq=1

Das GALTONsche Nagel brett

Das GaLTONsche Nagelbrett stellt ein Experiment in Form einer BERNOULL IKette mit n
Wiederholungen dar, in dem durch de medanische Anordnurg von Négeln flr passerende
Kugeln immer die gleiche Wahrscheinlichkeit von p= 0,5 kesteht, links bzw. rechts am Nagel
vorbeizulaufen. Die Wahrscheinlichkeiten bzw. relativen Haufigkeiten fir die enzelnen Er-
eignisse P(Y =Yy) bilden sich so mit der Zeit in Auffangrinnen — quasi graphisch — ab.

Beispid:

Wie gro3ist die Wahrscheinlichkeit dafir, dald eine Kugel in einem GALTONschen Nagel-
brett mit 6 Reihen a) genau 4mal nach rechts lauft bzw. b) bis zu 4mal nadh rechts lauft?
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ZUR WIEDERHOLUNG

Was i st

9 Uber 0?

7 Uber 42

4 Uler 8?

72 Uler 717

8 Uber 8?

6 Uber 2?

12 Uler 1?

7 Uber 5?

Wie grof3ist die Wahrscheinlichkeit, dafl3 ein Marmeladenbrot bei 10 Versuchen
7 mal auf das Gesicht (Marmeladenseite) fallt, wenn pflr ,Brot fallt auf’s
Gesicht* =0,6?

Bis zu welcher Anzahl an ungucklichen Fallen auf die Marmeladenseite besteht
eine (Gesamt-) Wahrscheinli chkeit (F) kleiner gleich 70%?

Eine (Gesamt-) Wahrscheinli chkeit kleiner gleich 5% besteht ab einem
bestimmten, undalle noch gréleren y? Welches y ist das?

Hilfstabelle fir p = 0.6

(hC .
y n-y E}/E w(y) v)

0 10 1 0.00010 0.00010
1 9 10 0.00157 0.00168
2 8 45 0.01062 0.01229
3 7 120 0.04247 0.05476
4 6 210 0.11148 0.16624
5 5 252 0.20066 0.36690
6 4 210 0.25082 0.61772
7 3 120 0.21499 0.83271
8 2 45 0.12093 0.95364
9 1 10 0.04031 0.99395
10 0 1 0.00605 1.00000
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DER SIGNIFIKANZTEST (NACH FISCHER)

1. Oberhypothese(n):

BERNOULLI-Kette

2. OHypothese:

Ho: p = po = z.B. 0,5(ist bei 2 Ergebnissen am naheli egendsten)

(H1: p # po, d.h.alevon py verschiedenen Werte)

3. Stichprobenumfang n festlegen

4. Signifikanznivieau &feﬂlegen

a ist per Konvention 0,05(5%), 0,01(1%) bzw. 0.001(1%o)
Alphawird auch as Irr tumswahrscheinli chkeat bezeichnet

5. Kritischen Bereich K bestimmen

Kritischer Bereich K: P(Y [0 K) < a unter Hy

a) Einseitiger Kritischer Bereich

Kiinks  Ykritisch
]

0 Yitisch

b) Zweiseitiger Kritischer Bereich

K rechts

G/Z

6. Durchfuhrung des Zufall sexperiments

K-Iinks:[O, 1, .., ykm]
bzw.

K-redts [Yiit,, Yiittl, ...,
n-1, n

7. Entscheidung: FallsY UK:Ho verwor fen, fall s nicht, Ho beitbehalten
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UBUNGSBEISAEL

Man entnimmt einem Pool von Personen eine Stichprobe von 20 und Gerprift
die Null hypothese, die besagt, dal3 in der zugrunce liegenden Popuation
gleichviele Manner wie Frauen waren. Es snd 14Frauen und 6Manner mit der
Stichprobe gezogen worden.

Oberhypothese?

Null hypothese?

Stichprobenumfang n?

Signifikanzniveau (5%, 1% oder 1%o)?
Kritischer Bereich? (ein- oder zweiseitig)?
Redisation?

Entscheidung?

Ausschnitt aus der Hilfstabelle fur n =20 und p=.5:

y F(y)

0 0,00000
1 0,00002
2 0,00020
3 0,00129
4 0,00591
5 0,02069
6 0,05766
7 0,13159
8 0,25172
9 0,41190
10 0,58810
11 0,74820
12 0,86841
13 0,94234
14 0,97931
15 0,99409
16 0,99871
17 0,99980
18 0,99998
19 1,00000

20 1,00000
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DER SIGNIFIKANZTEST (NACH NEYMAN-PEARSON)

Wahrend man sich beim Signifikanztest der FiscHERschen Variante nur darauf festlegte,
welchen Wert p urter der Null hypothese Hp hat, und p uter der zusammengesetzten Alterna
tivhypothese Hi nicht Uber ,p1 # po* hinaus ezifiziert wurde, legt man sich bel der
NEYMAN-PEARSONSchen Testvariante auf einen bestimnten Wert p urter der spezifischen Al-
ternativhypothese H;’ fest, z.B.: Nullhypothese: Hp: p = 0,5, Alternativhypothese: H,': p =
0,75

Es kann nunwieder ein Kriti scher Bereich (K) angegeben werden, fir den gilt:

PY OK[H,) <«

Kam beim Fischerschen Signifikanztest ein Y heraus, das ein Element des Kritischen Be-
reichs war, lehnte man Hyp ab und [ehielt H; bei, wobei natirlich de Moglichkeit mit einer
Wahrscheinlichkeit von maximal a (5%, 1%, 1% bestand, irrtimlicherweise die Hy abge-
lehnt zu haben (deshalb auch Irrtumswahrscheinlichket), da @n solches Y ja— wenn auch
sehr unwahrscheinlich — prinzipiell auch urter Hp moglich gewesen wére. Diesen Fehler
nennt man Fehler 1. Art oder a-Fehler, das Risiko (Wahrscheinlichkeit), ihn zu begehen
a.Risiko. Bel der NEYMAN-PEARSON-Testvariante kann man nunferner bestimmen, wie grof3
die Wahrscheinlichkeit dafur ist, dal3 man Y-Werte aus diesem Kritischen Bereich urter der
Alternativhypothese H,' erhdt — mit anderen Worten — man urter einer zutreffenden Alter-
nativhypothese aich tatsadlich de Null hypothese verwerfen kann.

Diese Wahrscheinli chkeit ist:

P(Y OKJH,) =1-B; siewird auch Teststarke genanrt.

Demnad ist 3 die Wahrscheinlichkeit daftr, dal3 Y unter H," ein Element aus dem An-
nahmebereich der Hy ist (K), man aso bei zutreffender Hy,' trotzdem die Hy beibehalten wiir-
de undso ebenfall s einen Fehler beginge:

P(Y OKJH,) = B; siewird B-Risiko genanrt; der Fehler heiRt B-Fehler oder Fehler 2. Art

Zusammenfassend kénnen sich also folgende Félle ergeben:

man entschei- zutreffend ist:
det
sich fir: Ho Hy
Ho kein Fehler Fehler 2. Art (B-Fehler)
Wahrscheinlichkeit > 1 - a Wahrscheinli chkeit 3
(B-Risiko)
Fehler 1. Art
(a-Fehler)
, Wahrscheinlichkeit (Irrtums- Teststarke
Hy wahrscheinli chkeit) < a (Si- Wahrscheinlichkeit 1- 3
gnifikanzniveau)
5%, 1%, 1%o
(Alphe-Risiko)
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0.2 [ ()

UBUNGSBEISREL (TEIL 2)

Ausgchnitt aus der Hilfstabelle fir n=20 und p= .75

y F(y)

0 0.00000
1 0.00000
2 0.00000
3 0.00000
4 0.00000
5 0.00000
6 0.00003
7 0.00018
8 0.00094
9 0.00394
10 0.01386
11 0.04093
12 0.10181
13 0.21422
14 0.38283
15 0.58516
16 0.77484
17 0.90874
18 0.97569
19 0.99683
20 1.00000

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit fur einen Fehler 2.Art (B-Fehler) und wie gro3 de
Teststérke (1 - B)? Ubrigens: Aus pragmatischen Griinden wird fur p; oft die relative Haufig-
keit f des Ereignisses aus der Stichprobe verwendet (hier wére z.B. frauen = 0,7).
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FORTSETZUNG: SIGNIFIKANZTEST (NEYMAN-PEARSON)

Das 3-Risiko wird vonfolgenden Dingen determiniert:

1) Von der Art der Fragestellung (ein- oder zweiseitig): Bel richtig gewéhltem einseitigen
Kritischen Bereich wird das 3-Risiko kleiner als bel einem zweiseiti gen Kriti schen Be-
reich.

2) Von cr Grofe des a-Risikos: Je grof¥er das a-Risiko ist, desto kleiner wird das [3-
Risiko, da bel groferem a-Risiko auch der Kritische Bereich groféer bzw. der Annah-
mebereich kleiner wird.

3) Von der Effektstérke, dasist der Abstand zwischen Hp undHs. Ist He: p = 0,5 undH;
entweder @) p = 0.6 odr b) p=0,75,s0 ist im Fall b) die Effektstérke grofier. Es gilt:
Je groler die Eff ektstéarke (auch experimentell er Eff ekt), desto kleiner das 3-Risiko.

4) Vom Stichprobenumfang n: Das [3-Risiko wird mit wadsendem n kleiner, deshalb:
Bessr grofferen Stichprobenumfang wéhlen!

Oft ist es nicht so wiein urserem Uburngsbeispiel, dal3 man schon den Stichprobenumfang
n undeine bestimmte Eff ektstérke hat, und nu noch 3 und 1- B beredhnet, sondern vielmehr
Uberlegt man sich im vorhinein, wie grof3 man den experimentellen Effekt bzw. p; einschétzt
und kestimmt dazu den néigen Stichprobenumfang, mit dem man tberhaupt ein signifikantes
Ergebnis bel vorgegebener Teststarke (standardmallig mindestens 0,8 kzw. 80%) erhaten
konnte. Die Formel zur Bestimmung des notwendigen Stichprobenumfangs fur ein bestimm-
tesa undf lautet:

Jn= Z1 4/ Polo ~ 23/ P10,
|p1 po|

Hierbel ist z1.q bzw. zg der z-Wert, bel dem die Verteilungsfunktion (F) der Standardnar-
malverteillung den Wert 1 - a bzw. 3 hat. Er ist aus Tabell en abzulesen.

Um die Hp: p = 0,5 von @r Hy': p = 0,75 signifikant (5%) bei einer Teststéarke von 8%
unterscheiden zu kdnren, benétigt man ein n von

= Z, 0057/05[0,5-2,,4/0,75[0,25

; mit z,,, =1,645undz,, =-0,84

0,75-05
1,645/05 —(-0,84),/01875
Jn= 0.25 -
0,8225+0,3637 _
Vn= 0,25 B

Jn=4,7448=
n=225=23 dan nu diskret und mindestens  grofdwie das errechnete n sein muf3

Fur die Bestimmung des Kritischen y kann man ebenfalls die Anndherung an de Verte-
lungsfunktion der Standardnarmalverteil ung verwenden:

O O
YAOSZ MR By <y)

0,95= P(Zszkm):PEz_ “ea B

mit zq: aus Tabell enwerk ist yyqir bestimmbar (nédhst grolReresy + 1 bel schiefem Wert).
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ANDERE ANWENDUNGEN DES SIGNIFIKAN ZTESTS

Der Mc-Nemar-Test

Anzuwenden fir Anordnurgen der Art observation-treament-observation (O-T-0), z.B.:
Eine neuartige Therapie wird erprobt:

nachher
gesund krank
vor her gesund 5 1 6
krank 20 4 24
25 5 30

Man betrachtet nun nu digjenigen Personen, de ihren Zustand gewedhselt haben; das ist
unser n (n = 21). Unser Y sind degenigen Personen, de nach der Therapie aif gesund ge-
wedhselt haben; in urserem Fall 20 (Y = 20). Jetzt kann man wie gewohrt berechnen, ab wie-
vielen Wedhslern Y (in der positiven Richtung) man nicht mehr davon ausgehen kann, daid
das Wedhseln vongesund rach krank und umgekehrt gleich wahrscheinlichist (p = 0,5), was
der Null hypothese entspradhe. Man kommt auf ein yi.ir von 15, @r Kritische Bereich K sieht
also wie folgt aus. K = {15, 16, ..., 20, 21}Dain desem Beispiel Y = 20ist, wirde die Ho
verworfen werden.

Der Nadhtell an desem Test ist, dal3 man nicht vorher den Stichprobenumfang kennt, da
man nicht weil3, wieviele Leute wedhseln werden.

Die Chi-Quadrat-Naherung

Man kann de Binomialverteilung wie gehabt mit der Standardnarmal verteil ung annéhern:

Y-n
5= Po

ALY

dabel ist zyit 506 = Zosy = 1,645.Bel zweisaitiger Fragestellung bréuchte man z;s, und
Zg75%. Nun kann man durch einfaches Quadrieren von z auf 72 das gleiche Problem leichter
|6sen; man hat so keine negativen z-Werte mehr, sondern nur noch pasitive sog. x>Werte.
Die dazugehdrige Wahrscheinlichkeitsfunktion heif3t Chi-Quadrat-Funktion. Demnach lautet
die Chi-Quadrat-Naherung:

mit O = observed
., Br-np,@ (Y-np)" ((n-Y)-ng)" (0.-E) (0.-E) undE = expected;
X deed. o ng, | E, | E +=Treffer
— = Niete
2
O algemein: x° = J @mit df (Freiheitsgrade) =J-1(J = Anzahl der Kategorien)
= -

J

(Chi-Quadrat-Einstichprobentest)
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Hier ist zu beadten, dal? sich die Intervalle quadrieren: P(-1<z< 1) & P(0< x*< 1),

P(-2<z<2)= PO< x?< 4), undzB. 99% = P(-1,96< < 1,9 = P(0< X* < 3,84. Die-
sen Test kann man nunauch auf nicht binomialverteilte Variablen anwenden: Man hat z.B.
eine Stichprobe von 30Kugeln in drei Farben (rot, griin, Hau). Die @nfadchste Annahme wére
nun, dal3 in der Popuation, aus der die Kugeln kommen, de drei Farben gleich oft vorkom-
men. Wenn cem so ist, hétte man je 10 Kugeln urterschiedlicher Farbe zu erwarten. Zieht
man aber 5 rote, 7 griine und 18 taue Kugeln, kanmt man auf ein x? von:

, (5-10? +(7—10)2 +(18—10)2 _ 25+9+64
X'~ 10 10 10
0 H, verwerfen!

=98> SJQqurit ,5%,df2)

Anderes Beispid:

Man will untersuchen, obein Schiler in der Verteilung seiner Zeugnisnoten nu zuféllig
oder signifikant von dem Modell der Schiler-Durchschnitts-Notenwahrscheinli chkeitsvertei-
lung abwelcht:

Note 1 2 3 4 5 6 Summen
Schiiler X 4 2 3 3 0 0 12

Durchschnitts- | 0,15 | 0,25 0,3 015 | 01 | 0,05 1,0
w’keit

E(12DVkeit) | 1,8 3 3,6 1,8 1,2 0,6 12
O - E 2,2 -1 -0,6 12 | -1,2 | -06

, 222 -1 -068° 122 -12*2 -06° _ ,

K=T8* a6 18 12 T 06 5722510 Kinsue)

[ H, beibehalten!

Er unterscheidet sich also nicht signifikant vom Modéell.

Die Erweiterung des Chi-Quadrat-Tests (Chi-Quadrat-Mehrstichprobentest)

Man hat nicht mehr nur eine quditative Variable (wie z.B. Farbe) sondern zwei, von denen
man sagt, die Auspragungen der einen seien duch de andere bestimmt. Eine Frage in der Art
wére d@wa, ob Geschledht und Liebli ngsfarbe zusammenhangen:

rot grin gelb
Manner 2 5 7 14
0,293314=4,11 | 0,346714=4,85 | 0,3614=5,04
Frauen 20 21 20 61
0,293361=17,89| 0,346761=21,15|0,3661 = 21,96
22(29,33) 26 (34,60) 27 (36%) 75

2 2 2 2 2 2
2=(2—4,11) +(5—4,85) +(7—5,04) +(20—17,89) +(21—21,15) +(20—2l96) _

411

4,85 504

17,89

=2,275< 5,9 X2 sror2) Mit df =(3-2(2-1) =2
Ho (, Lieblingsfarbe bei Mannern und Frauen gleich*) kann nicht verwor fen werden.

2115

2196
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CHI-QUADRAT-TEST (NEYMAN-PEARSON VARIANTE)

Ob de beobacteten Werte bel einem Chi-Quadrat-Test von den erwarteten so stark ab-
weichen, dald man zu 93% davon ausgehen kann, dal3 des nicht zufdlig der Fall ist, hangt na-
turlich stark vom Stichprobenumfang ab:

Beispiel: Ist die Null hypothese zu verwerfen, dal3 sich gleich viele Manner wie Frauen an
einem Nahkurs beteili gen? (Gepruft an 10 undan 100Personen)

Manner Frauen Manner Frauen
beobachtet 3 7 30 70
erwartet 5 5 50 50
Xrit, o1 = 3,84 x%=1,600 x%=15,998

Man erhielte dso bei gleichen relativen Abweichungen von der Erwartung unterschiedliche
Testresultate (Ho beibehalten undHg verwerfen) bzw. ist sich nach der Entscheidung Uber die
Teststérke (also de Wahrscheinlichkeit bei tatsadlich urterschiedlicher Verteilung fir Mén-
ner und Frauen de Nullhypothese aich tatsadilich verwerfen zu konren) und s B-Risiko
(W'keit die Hp zu urredht beibehalten zu haben) noch im Unklaren. Man kann den Chi-
Quadrat-Test jedoch auch nadch der NEYMAN-PEARSONSchen Testtheorie manchen, indem man
einffadh de ewarteten undbeobadteten relativen Haufigkeiten als Wahrscheinli chkeiten auf-
faldt undmit ihnen einen Wert berechnet, der sich Effeldgrofie nennt:

2
W2 = z(lp'ropj) _(03-05° (07-05)
i OpJ 015 0,5
allgemein fir j Auspragungen von kKategorien (Stichproben):

W —EXM tdf‘(j-)[ﬂk 1)

=0,16C

Fir 1p'jx werden doft die relativen Haufigkeiten der Auspragungen der Merkmale in den
einzelnen Stichproben verwendet. Nun kann man in Tabellenwerken schauen, ab welchem
Stichprobenumfang die eredhnete Eff ektgrole bei vorgegebenem Signifikanzniveau und vo-
gegebener Teststarke signifikant ware.

Wenn das Ergebnis sgnifikant ist, dannwird damit folgende Null hypothese verworfen:

Ho: oPjk = opJ = [opx.] flr alej, k
Hi': p Z p; fur mindestensein j und k

j= 1 2 3
k =
1 oP11 oP12 oP13 oP1.
2 oP21 oP22 oP23 oP2.
oP-1 oP-2 oP-3
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MARKANTE WERTE DER VERTEILUNGSRUNKTION DER
STANDARDNORMALVERTEILUNG

0.3

-3 -z -1 1 2 3
Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung

Verteilungsfunktion | z-Wert
0,05% -3,290
0,10% -3,090
0,50% -2,576
1,00% -2,326
2,50% -1,960
5,00% -1,645
10,00% -1,282
15,00% -1,036
20,00% -0,842
50,00% 0,000
95,00% 1,645
97,50% 1,960
99,00% 2,326
99,50% 2,576
99,90% 3,090
99,95% 3,290




